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ユークリッド空間における微分形式の導入
Introduction of Diﬀerential Forms in Euclidean Spaces
中西泰雄
Yasuo Nakanishi
Abstract : Diﬀerential forms are useful mathematical tools in physics and engineerings. For
example, they often give simpler expressions for formulas expressed by vector ﬁelds, which lead
to a deeper understanding of physical phenomena. In general theory of diﬀerentiable manifolds,
however, the deﬁnition of diﬀerential forms is based on the concept of tangent vectors, which
is rather abstract for students of engineering. On the other hand, the deﬁnition of diﬀerential
forms in physics and engineerings can be simpliﬁed because they are deﬁned on Euclidean spaces
in most cases. In this paper, we give a simple introduction of diﬀerential forms in Euclidean
spaces and show some useful applications of diﬀerential forms in vector analysis.











　　　　　　　　　　 Rn = {(a1, a2, · · · , an)|a1, a2, · · · , an ∈ R}
とおき，これを n次元実数空間とよぶ．任意の a ∈ Rnに対し，その第 i成分 (i = 1, 2, . . . , n)を
aiで表す．すなわち，
　　　　　　　　　　 a = (a1, a2, · · · , an)
が成り立つ．任意の集合 SからRnへの任意の写像 f : S → Rnに対し，f の定義域 Sを記号D(f)
で表す．さらに，f の第 i成分 (i = 1, 2, . . . , n)とよばれる関数 fi : S → Rを次のように定義す
る：任意の P ∈ Sに対し，
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　　　　　　　　　　 fi(P ) = f(P )i
逆に，n個の関数 fi : S → R (i = 1, 2, . . . , n)に対し，写像 (f1, f2, . . . , fn) : S → Rnを次のよう
に定義する：任意の P ∈ Sに対し，
　　　　　　　　　　 (f1, f2, . . . , fn)(P ) = (f1(P ), f2(P ), . . . , fn(P ))
従って，任意の写像 f : S → Rnに対し，














b1, b2, . . . , bn ∈ R
⎫⎪⎪⎪⎪⎬
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［定義 3.1］Mを任意の集合とし，Mの任意の部分集合S1, S2上の写像 f : S1 → Rm, ϕ : S2 → Rn
















この写像を f の ϕiによる偏微分という．またこのとき，f は Sにおいて ϕiで偏微分可能である
という．
次に「微分」を定義する．
［定義 3.2］Mを任意の集合とし，Mの任意の部分集合S1, S2上の写像 f : S1 → Rm, ϕ : S2 → Rn






(A)を f の点Aにおける ϕによる微分係数（行列）という．
　　　　　 lim
ϕ(P )→ϕ(A)











は集合 Sから Rmn（m行 n列の実数行列全体の集合）への写像とみなすことが
できる．この写像を f の ϕによる微分という．またこのとき，f は Sにおいて ϕで微分可能であ
るという．
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∂fm
∂ϕ1







［定理 3.3］ f, αが集合M の部分集合からRmへの写像とする．点A ∈ D(f) ∩D(α)に対し，点
Aを含むM の部分集合から Rnへの写像 ϕで ϕ(A)が ϕ(D(f) ∩D(ϕ))の内点になっているもの















［定義 4.1］ Eを集合，V(E)を，内積・を持つ n次元実ベクトル空間とする．集合 Eの任意の２
点A,Bに対して
−−→
AB ∈ V(E)が定められていて次の条件を満たすとき，Eを n次元ユークリッド
空間という：
(1) 任意のA,B,C ∈ Eに対し，−−→AB +−−→BC = −→AC
(2) 任意のA ∈ E，任意の v ∈ V(E)に対し，−−→AB = vとなる点B ∈ Eがただひとつ存在する
Eを n次元ユークリッド空間とする．任意のA ∈ E，任意の v ∈ V(E)に対し，−−→AB = vとなる
点B ∈ EをA + vで表すこととする．さらに順序対 (A, v)を記号 vAで表し，点Aを始点とする
「束縛ベクトル」と呼ぶ．線分 AB上の点の集合は AB = {A + tv | t ∈ [0, 1]}（[0, 1] = {t ∈ R |
0  t  1}）と表されるが，v = 0の場合は次のようにして vAをAB上の関数と見なす：任意の
t ∈ [0, 1]に対し，
　　　　　　　　　　 vA(A + tv) = t
n次元ユークリッド空間 Eの点 Oとベクトル空間 V(E)の正規直交基底 e = (e1, e2, . . . , en)に
対し，写像 ϕ : E → Rnを次のように定義し，Eの正規直交座標という：任意の c ∈ Rnに対し，
　　　　　　　　　　 ϕ(O + c1e1 + c2e2 + · · ·+ cnen) = c
ユークリッド空間上では，写像の写像による微分可能性とは別に，写像自身の微分可能性を定義
することができる．
［定義 4.2］ Eの部分集合 S から Rm（mは自然数）への写像 f が A ∈ S において微分可能であ
るとは，Eのひとつの（従って全ての）正規直交座標 ϕに対し，f がAにおいて ϕで微分可能で




　　　　　　　　　　B(S) = {vA | v ∈ V(E)，A ∈ S}
次に「全微分」を定義する．
［定義 5.2］ SからRm（mは自然数）への微分可能写像 f に対し，B(S)からRmの写像 df を次



















となる．ここで E = A + tvと書けるので，
　　　　　　　　　　 w = tv =
−→
AE
とおく．任意の P = A + sw（0 < s  1）に対し，
　　　　　　　　　　 vA(P ) = vA(A + stv) = st = wA(P )vA(E)
すなわち





















での f の値の増分を表す．したがって，例えば Eが物理空間である場合にはその図の中に微小な
矢印 wAを記入し，その終点と始点における f の値の差を df(wA)とすることができる．
S1, S2をMの任意の部分集合とする．B(S1)上の関数ωとB(S2)上の関数 ηに対し，B(S1∩S2)
上の関数 ω + ηを次のように定義する：任意の vA ∈ B(S1 ∩ S2)に対し，
　　　　　　　　　　 (ω + η)(vA) = ω(vA) + η(vA)
また，B(S1)上の関数 ωと S2上の関数 f に対し，B(S1 ∩ S2)上の関数 fωを次のように定義す
る：任意の vA ∈ B(S1 ∩ S2)に対し，
　　　　　　　　　　 (fω)(vA) = f(A)ω(vA)
このとき，次の定理が成り立つ．


























dϕ2 + · · ·+ ∂f
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ただし，e−1v ∈ Rnは eに関する vの成分を表す．

























全微分 df は「1次微分形式」の一種である．n次元ユークリッド空間 Eの部分集合 Sと自然数
rに対し，
　　　　　　　Br(S) = {(v1A, v2A, . . . , vrA) | A ∈ S, v1, v2, . . . , vr ∈ V(E)}
とおくと，微分形式の定義は次のように述べることができる．
［定義 6.1］ Br(S)上の関数 ωが以下の条件を満たすとき，ωを S上の r次微分形式という：任意
のA ∈ S，任意の (v1A, v2A, . . . , vrA) ∈ Br(S)，r以下の任意の異なる自然数 iに対し，
(1) 任意の c ∈ Rに対し，
　　　　　　　 ω(v1A, . . . , (cvi)A, . . . , vrA) = cω(v1A, . . . , viA, . . . , vrA)
ただし，v1A, . . . , (cvi)A, . . . , vrAは v1A, . . . , viA, . . . , vrAの viAを (cvi)Aで置き換えたものを表す．
(2) 任意の w ∈ V(E)に対し，
　　　 ω(v1A, . . . , (vi + w)A, . . . , vrA) = ω(v1A, . . . , viA, . . . , vrA) + ω(v1A, . . . , wA, . . . , vrA)
ただし，v1A, . . . , (vi +w)A, . . . , vrAは v1A, . . . , viA, . . . , vrAの viAを (vi +w)Aで置き換えたもの，
v1A, . . . , wA, . . . , vrAは v1A, . . . , viA, . . . , vrAの viAを wAで置き換えたものを表す．
(3) jを iと異なる r以下の任意の自然数とするとき，
　　　 ω(v1A, . . . , viA, . . . , vjA, . . . , vrA) = −ω(v1A, . . . , vjA, . . . , viA, . . . , vrA)
ただし，v1A, . . . , vjA, . . . , viA, . . . , vrAは v1A, . . . , viA, . . . , vjA, . . . , vrAの viAと vjAを交換したも
のを表す．
また，S上の関数自体は 0次微分形式とみなす．
［定理 6.2］ S上の微分可能関数 f に対し，df は S上の 1次微分形式である．






S1, S2をM の任意の部分集合とする．S1上の r次微分形式 ωと S2上の r次微分形式 ηに対し，
S1 ∩ S2上の r次微分形式 ω + ηを次のように定義する：任意の (v1A, v2A, . . . , vrA) ∈ Br(S1 ∩ S2)
に対し，
　　　 (ω + η)(v1A, v2A, . . . , vrA) = ω(v1A, v2A, . . . , vrA) + η(v1A, v2A, . . . , vrA)
また，S1上の r次微分形式 ωと S2上関数 f に対し，S1 ∩ S2上の r次微分形式 fωを次のように
定義する：任意の (v1A, v2A, . . . , vrA) ∈ Br(S1 ∩ S2)に対し，
　　　　　　　 (fω)(v1A, v2A, . . . , vrA) = f(A)ω(v1A, v2A, . . . , vrA)
7. 外積と成分表示
微分形式同士の積（外積）を定義する．
［定義 7.1］ S1, S2を n次元ユークリッド空間 Eの部分集合とする．S1上の r次微分形式 ωと S2
上の s次微分形式 η に対し，S1 ∩ S2 上の r + s次微分形式 ωη を次のように定義する：任意の
(v1A, v2A, . . . , v(r+s)A) ∈ Br+s(S1 ∩ S2)に対し，






(sgnσ)ω(vσ(1)A, vσ(2)A, . . . , vσ(r)A)η(vσ(r+1)A, vσ(r+2)A, . . . , vσ(r+s)A)
ただし，σは {1, 2, . . . , r + s}の置換，sgnσはその符号を表す．この ωηを ωと ηの「外積」と
いう．
具体例として，r = s = 1の場合は，




r = 1, s = 2の場合は，
　 (ωη)(v1A, v2A, v3A) =
1
3
[ω(v1A)η(v2A, v3A) + ω(v2A)η(v3A, v1A) + ω(v3A)η(v1A, v2A)]
定義より，ωη = (−1)r+sηω．特に rが奇数の場合，ωω = −ωωなので ωω = 0となる．
S上の r次微分形式ω，正規直交基底 eによる正規直交座標ϕ，n以下の自然数 i(1), i(2), . . . , i(r)
に対し，S上の関数 ω(e)i(1)i(2)···i(r)を次のように定義する：任意のA ∈ Sに対し，
　　　　　　　 ω(e)i(1)i(2)···i(r)(A) = ω(ei(1)A, ei(2)A, . . . , ei(r)A)
このとき，微分形式は次のように成分表示される．




ω(e)i(1)i(2)···i(r)dϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)
ただし，iは {1, 2, . . . , r}から {1, 2, . . . , n}への全ての写像をとる．

















が成り立つので，v1A, v2A, . . . , vrA ∈ B(S)に対し，




























(sgnσ)dϕi(σ(1))(v1A) · · · dϕi(σ(r))(vrA)ω(e)i(1)···i(r)(A)
ここで，置換 σの逆置換 τ を考えると，












(dϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r))(v1A, . . . , vr(A))ω(e)i(1)i(2)···i(r)(A)
　　　=
(∑
i ω(e)i(1)i(2)···i(r)dϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)
)
(v1A, v2A, . . . , vrA)




ω(e)i(1)i(2)···i(r)dϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)
8. 外微分
微分形式の微分（外微分）を定義する．まず，n次元ユークリッド空間 Eの部分集合 S上の r
次微分形式 ωとベクトル v1, v2, . . . , vr 対し，S上の関数 (ω, v1, v2, . . . , vr)を次のように定める：
任意のA ∈ Sに対し，
　　　　　　　 (ω, v1, v2, . . . , vr)(A) = ω(v1A, v2A, . . . , vrA)
任意のベクトル v1, v2, . . . , vrに対し (ω, v1, v2, . . . , vr)が微分可能であるとき，微分形式 ωは微分
可能であるという．
［定義 8.1］Sをn次元ユークリッド空間Eの部分集合とする．S上の微分可能な r次微分形式ωに
対し，S上の r+1次微分形式 dωを次のように定義する：任意の (v1A, v2A, . . . , v(r+1)A) ∈ Br+1(S)
に対し，






(sgnσ)d(ω, vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(r+1))(vσ(1)A)
ただし，σは {1, 2, . . . , r+1}の置換，sgnσはその符号を表す．この dωを ωの「外微分」という．
具体例として，r = 1の場合は，
　　　　　　　 dω(v1A, v2A) =
1
2
[d(ω, v2)(v1A)− d(ω, v1)(v1A)]
r = 2の場合は，
　 dω(v1A, v2A, v3A) =
1
3
[d(ω, v2, v3)(v1A) + d(ω, v3, v1)(v2A) + d(ω, v1, v2)(v3A)]
また，定義により S上の任意の微分可能 r次微分形式，a, b ∈ Rに対し，
　　　　　　　 d(aω + bω) = adω + bdω
となることが分かる．
［定理 8.2］ Sを n次元ユークリッド空間 Eの部分集合とする．S上の微分可能関数 f，正規直交
座標 ϕに対し，
　　　　　　　 d(fdϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)) = dfdϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)
ただし，i(1), i(2), . . . , i(r)は n以下の任意の自然数を表す．
［証明］ v1A, v2A, . . . , vrA ∈ B(S)に対し，





(sgnσ)dϕi(1)(v1A) · · · dϕi(r)(vrA)
の値は点Aによらず v1, v2, . . . , vrだけで決まるので，これを c(v1, . . . , vr)で表すと，任意のA ∈ S
に対し，
　　　 (fdϕi(1) · · · dϕi(r), v1, . . . , vr)(A) = f(A)(dϕi(1) · · · dϕi(r))(v1A, . . . , vrA)
　　　= f(A)c(v1, . . . , vr) = (fc(v1, . . . , vr))(A)
が成り立つので，
　　　 (fdϕi(1) · · · dϕi(r), v1, . . . , vr) = fc(v1, . . . , vr)
となる．これを用いると，v1A, v2A, . . . , v(r+1)A ∈ B(S)に対し，
























(sgnσ)df(vσ(1)A)(dϕi(1) · · · dϕi(r))(vσ(2)A, . . . , vσ(r+1)A)
　　　= (dfdϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r))(v1A, v2A, . . . , v(r+1)A)
ここで v1A, v2A, . . . , v(r+1)A ∈ B(S)は任意なので，
　　　 d(fdϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)) = dfdϕi(1)dϕi(2) · · · dϕi(r)
［例 8.3］ 3次元ユークリッド空間Eの部分集合S上の微分可能関数 f, g, hと正規直交座標 (x, y, z)
でつくられる 2次微分形式
　　　　　　　 ω = fdydz + gdzdx + hdxdy
の外微分を計算すると，
　　　　　　　 dω = d(fdydz) + d(gdzdx) + d(hdxdy)













































n次元ユークリッド空間 Eの部分集合 S上の r次微分形式 ωと任意の v1, v2, . . . , vrに対し，S上
の関数 (ω, v1, v2, . . . , vr)の正規直交座標による 2回偏微分が存在して連続であるとき，ωは 2回
連続微分可能であるという．
［定理 8.4］ n次元ユークリッド空間 Eの部分集合 S 上の r次微分形式 ωが 2回連続微分可能で
あるとき，

















































































































Eを n次元ユークリッド空間，ϕをその正規直交基底，Sを Eの部分集合とする．S上の r次
微分形式から S 上の n − r次微分形式への線形作用素 ∗を次のように定義する：{1, 2, . . . , n}の
任意の置換 σに対し，
　　　 ∗(dϕσ(1)dϕσ(2) · · · dϕσ(r))|Br(S) = (sgnσ)(dϕσ(r+1)dϕσ(r+2) · · · dϕσ(n))|Bn−r(S)
この ∗はHodgeのスター作用素とよばれる．
任意のA ∈ Sに対しXA ∈ V(E)を対応させる写像X を S上のベクトル場という．S上の任意の
関数 f1, f2, · · · , fnに対し，
　　　　　　　X = f1e1 + f2e2 + · · ·+ fnen
で表されるベクトル場，すなわち任意の A ∈ Sに対し
　　　　　　　XA = f1(A)e1 + f2(A)e2 + · · ·+ fn(A)en
を対応させるベクトル場X に対し，S上の 1次微分形式
　　　　　　　 f1dϕ1 + f2dϕ2 + · · ·+ fndϕn
を記号 ↓ X で表す．また，逆に S上の 1次微分形式
　　　　　　　 ω = f1dϕ1 + f2dϕ2 + · · ·+ fndϕn
に対し，S上のベクトル場
　　　　　　　 f1e1 + f2e2 + · · ·+ fnen
を記号 ↑ ωで表す．
以降，n = 3とする．ベクトル解析で現れる種々のベクトル場は，微分形式を用いて以下のよ








































e3 =↑ ∗d ↓ X
S上のベクトル場X = X1e1 +X2e2 +X3e3（X1, X2, X3 : S上の関数），Y = Y1e1 +Y2e2 +Y3e3
（Y1, Y2, Y3 : S上の関数）に対し，
　　　　　　　X・Y = X1Y1 + X2Y2 + X3Y3 = ∗(↓ X∗ ↓ Y )
X × Y = (X2X3 −X3X2)e1 + (X3X1 −X1X3)e2 + (X1X2 −X2X1)e3 =↑ ∗(↓ X ↓ Y )
以上により，ベクトル解析における種々の恒等式を導くことができる．例えば，S上の微分可能
関数 f，微分可能ベクトル場X に対し，
　　　　　　　 div(fX) = ∗d∗ ↓ (fX) = ∗d(f∗ ↓ X) = ∗[(df)∗ ↓ X + fd∗ ↓ X]
　　　　　　　= (↑ df)・X + f ∗ d∗ ↓ X = (gradf)・X + fdivX
　　　　　　　 rot(fX) =↑ ∗d ↓ (fX) =↑ ∗[(df) ↓ X + fd ↓ X]
　　　　　　　= (↑ df)×X + f ↑ ∗d ↓ X = (gradf)×X + f(rotX)
S上の 2回連続微分可能関数 f，2回連続微分可能ベクトル場X に対し，
　　　　　　　 rot(gradf) =↑ ∗d ↓↑ df =↑ ∗ddf = 0
　　　　　　　 div(rotX) = ∗d∗ ↓↑ ∗d ↓ X = ∗ddX = 0
10. 積分公式
Eを 3次元ユークリッド空間とし，正規直交基底 eによる正規直交座標 ϕをとる．E内の 3次
元領域 V 上の 3次微分形式 dV を次のように定義する：任意の uA, vA, wA ∈ B(V )に対し，




この dV を領域 V の体積要素という．
［定理 10.1］ 　　 dV = dϕ1dϕ2dϕ3
［証明］ uA, vA, wA ∈ B(V )に対し，

















　　　　　　　= (dϕ1dϕ2dϕ3)(uA, vA, wA)
ここで uA, vA, wA ∈ B(V )は任意なので，
　　　　　　　 dV = dϕ1dϕ2dϕ3
Sを E内の滑らかな曲面とする．S上のV(E)値 2次微分形式 dSを次のように定義する：任意
の任意の vA, wA ∈ B(S)に対し，





［定理 10.2］ 　　 dS = e1dϕ2dϕ3 + e2dϕ3dϕ1 + e3dϕ1dϕ2
［証明］ vA, wA ∈ B(V )に対し，






















　　　　　　　= (dϕ2dϕ3)(vA, wA)e1 + (dϕ3dϕ1)(vA, wA)e2 + (dϕ1dϕ2)(vA, wA)e3
　　　　　　　= (e1dϕ2dϕ3 + e2dϕ3dϕ1 + e3dϕ1dϕ2)(vA, wA)
ここで vA, wA ∈ B(V )は任意なので，
　　　　　　　 dS = e1dϕ2dϕ3 + e2dϕ3dϕ1 + e3dϕ1dϕ2




OA = ϕ1(A)e1 + ϕ2(A)e2 + ϕ1(A)e1 = (e1ϕ1 + e2ϕ2 + e3ϕ3)(A)
すなわち，
　　　　　　　 r = e1ϕ1 + e2ϕ2 + e3ϕ3
なので，この全微分は














ただし，∂V は 3次元領域 V の境界面，∂Sは 2次元曲面 Sの境界線を表す．これらの定理は次の
形に一般化される．































































d(X1dϕ1 + X2dϕ2 + X3dϕ3) =
∫
S



















































　　　　　　・(e1dϕ2dϕ3 + e2dϕ3dϕ1 + e3dϕ1dϕ2)
　　　=
∫
S
(rotX)・dS
11. おわりに
文献 [7]においては，多様体における微分形式を，「接ベクトル」の代わりに「パラメータ曲線」
を用いることによって初等的に定義した．ユークリッド空間においては，「接ベクトル」の代わり
に「束縛ベクトル」を用いることによってさらに定義を簡潔かつ直観的にすることができるが，多
様体の場合との整合性を考慮し，束縛ベクトルをパラメータ曲線の一種と見なすというのが本論
文の手法の基本方針である．
工学においては，ユークリッド空間上の微分形式と多様体上の微分形式の両方が用いられる．例
えば，電磁気学や弾性体論の舞台である「物理空間」は 3次元ユークリッド空間と見なすことが
できるが，熱力学などにおける「状態空間」はユークリッド空間ではなく多様体として扱う必要
がある．本稿の手法の利点のひとつは，ユークリッド空間上の微分形式論から多様体上の微分形
式論にスムーズに移行できる点にある．
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